Maatriks

5.detsember 2007.a.
14:29

Definitsioon 1.1. Maatriksiks nimetatakse umarsulgudesse paigutatud
reaalarvude tabelit, milles on eristatavad read ja veerud.

Definitsioon 1.2. Maatriksit, milles on m rida ja n veergu, nimetatakse
tapsemalt (m, n)-maatriksiks. Arvupaari (m, n) nimetatakse selle
maatriksi mootmeteks.

Definitsioon 1.3. Reaalarve, milledest maatriks koosneb, nimetatakse
maatriksi elementideks.

Maatrikseid tahistatakse tavaliselt suurte ladina tahtedega: A, B, .. .,
XY, Z

Maatriksite elemente tahistatakse vastavate vaikeste ladina tahtedega,
mis voivad olla varustatud ka indeksitega: a. b, c1. Xmn.

Definitsioon 1.4. Koigi (koikvoimalike mootmetega) maatriksite hulka
tahistame edaspidi Mat abil ning koigi (m, n)-maatriksite hulka
tahistame edaspidi Mat(m, n) abil.

Definitsioon 1.5. Maatriksit, mille ridade arv on vordne veergude arvuga,
s.t. m = n, nimetatakse ruutmaatriksiks. Maatriksit, mille ridade arv
erineb veergude arvust, s.t. m # n, nimetatakse ristkulikmaatriksiks.
Ruutmaatriksit mootmetega (n, n) nimetatakse ka n-jarku maatriksiks.

Definitsioon 1.6. Ruutmaatriksit

1 0 0 ... O
0 1 0 0
E = 0 0 1 0
0O 0 0 ... 1

nimetatakse uhikmaatriksiks.

Definitsioon 1.7. Me nimetame (m, n)-maatriksit nullmaatriksiks, kui
selle maatriksi koik elemendid on nullid. Nullmaatriksi tahiseks on ©.

Definitsioon 1.8. Me nimetame maatriksit A vordseks maatriksiga B,

kui neil maatriksitel on samad mootmed ning uhesugustel kohtadel on
vordsed elemendid. Maatriksite A ja B vordsust tahistame A = B.
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Definitsioon 1.9. Maatriksi A vastandmaatriksiks nimetatakse
maatriksit, mille elementideks on maatriksi A elementide vastandarvud.
Maatriksi A vastandmaatriksi tahiseks on —A.

Definitsioon 1.10. Maatriksi A transponeeritud maatriksiks nimetatakse
maatriksit, mis saadakse maatriksi A ridade ja veergude aravahetamisel.
Maatriksi A transponeeritud maatriksi tihiseks on AT

Definitsioon 1.11. Maatriksit A nimetatakse simmeetriliseks, kui
AT = A ning kaldsiimmeetriliseks, kui AT = —A.

Definitsioon 1.12. Mistahes kahe (m, n)-maatriksi

a1 A2 ... 3n b1n b2 ... b1,
3 3 ... a . L

A 01 822 2 | .= bor b ban
dml dm2 ... dmn LE:'ml me fee IE]'rr:rﬂ

korral nimetatakse nende summaks (m, n)-maatriksit, mida tahistatakse
A+ B abil ja defineeritakse valemiga

ain +bi1 a2 +bi2 ... a1+ b
A+ B = a1+ b1 a4+ b ... a2, + b
Iml T+ IE]'ml Im2 + me < Imn T bmn

Maatrikiste liitmise omadused:

Omadus 1.1. Maatriksite liitmine on assotsiatiivne, s.t. mistahes
X,Y,Z € Mat(m, n) korral kehtib (X +Y)+Z =X+ (Y + 2Z).

Omadus 1.2. Iga X € Mat(m, n) ning nullmaatriksi © € Mat(m, n)
korral kehtivad X +©@ = X, 0 + X = X.

Omadus 1.3. Iga X € Mat(m, n) ning tema vastandmaatriksi
—X € Mat(m, n) korral kehtivad X + (—X) =0,(—X)+ X =0©.

Omadus 1.4. Maatriksite liitmine on kommutatiivne, s.t. mistahes
X.,Y € Mat(m, n) korral kehtib X + Y =Y + X. Toestada!

Definitsioon 1.13. Maatriksite X, Y € Mat(m, n) vaheks nimetatakse
(m, n)-maatriksit X — Y =X + (=Y.
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Definitsioon 1.14. Reaalarvu A ja mistahes mootmetega maatriksi A
korrutiseks nimetatakse maatriksit, mille elemendid saadakse maatriksi
A vastavate elementide labikorrutamisel arvuga A. Arvu A ja maatriksi
A korrutise tahiseks on AA.

Maatriksireaalarvuga korrutamise omadused:

Omadus 1.5, 1X = X.

Omadus 1.6. (—1)X = —X.

Omadus 1.7. 0X = ¢6.

Omadus 1.8. A8 = 6.

Omadus 1.9. (Ap)X = A(uX). Tdestada!
Omadus 1.10. AM(X +Y)=AX + Y.
Omadus 1.11. (A4 p)X = AX + pX.
Omadus 1.12. A(X =Y )= AX — Y.
Omadus 1.13. (A —p)X = AX — pX.

Definitsioon 1.15. Maatriksite

411 4d12 ... alq bll blg v blr
=] =) c s =] ; c s

A 21 a2 22 | 2B b1 bao b2,
ap]_ apz . e w apq bql qu . e o bqr

korrutiseks nimetatakse (p, r)-maatriksit

11 C12 ... Clr
C C . C
Cp]_ {:pz I Cpr

kus

q
cj == Y aikbig = ainbyj + aizbaj + -+ + aighgj
k=1

iga e N,jaigaje N, korral.

Maatrikiste korrutamise omadused:
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Omadus 1.14. Maatriksite korrutamine on assotsiatiivne, s.t. mistahes

kolme maatriksi X € Mat(p,q), ¥ € Mat(q, r) ja Z € Mat(r,s) korral
(XY)Z = X(YZ). TBestada!

Omadus 1.15. Mistahes maatriksi X € Mat(m, n) ning vastavate
ihikmaatriksite E,,, € Mat(m, m) ja E, € Mat(n, n) korral
XE, =X, ExX =X,

Omadus 1.16. Mistahes kolme maatriksi X, Y € Mat(p,q) ja
Z € Mat(q,r) korral

(X +Y)Z =XZ+YZ

Omadus 1.17. Mistahes kolme maatriksi X € Mat(p, q) ja
Y,Z € Mat(q, r) korral

X(Y £27)=XY £ XZ.

Maatrikiste transponeerimise omadused:

Omadus 1.18. Mistahes maatriksite X, Y € Mat(m, n) korral
(X+tY) =XT+vyT.

Omadus 1.19. Mistahes a € R ja mistahes X € Mat korral
(aX)" = axT.

Omadus 1.20. Mistahes X € Mat(p,q) ja Y € Mat(q, r) korral
XY)T =v7TXT,
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Permutatsioonid

5.detsember 2007.a.
14:56

Definitsioon 2.1. Hulga A = {x1, x2,...,Xa} (naiteks H = N,)

elementide umberjarjestust, milles hulga H iga element esineb tapselt
uks kord, nimetatakse hulga H permutatsiooniks.

Hulga H = {x1.x2....,x,} koigi permutatsioonide hulga tahiseks on
P(x1, x2, ..., xp). Hulga N, kdigi permutatsioonide hulga tahiseks on
P, voi P(1,2,...,n).

Definitsioon 2.2 Permutatsiooni 123... n nimetatakse hulga I,
loomulikuks permutatsiooniks.

Definitsioon 2.3 Oeldakse, et elemendipaar (a;, ;) moodustab
Inversiooni permutatsioonis

l, G,..., G, .., Q... Oy,

kui selles paaris esimene arv a; on suurem teisest arvust aj, s.t. a; > a;.

Inversioonide arvu tahiseks permutatsioonis g, a2, ..., &, on
[, az, ..., ap).

Definitsioon 2.4, Permutatsiooni nimetatakse paarispermutatsiooniks
(paarituks permutatsiooniks), kui inversioonide arv antud
permutatsioonis on paarisarv (paaritu arv).

Permutatsioonide omadused:

Teoreem 2.1. Hulga N, elementidest saab moodustada n!
permutatsiooni.

Teoreem 2.2. Kul permutatsioonis omavahel ara vahetada kaks

. ) Toestadal
elementi, siis permutatsioon muudab paarsust.

Teoreem 2.3, Kui n > 2, siis permutatsioonide hulgas P, on paaris ja

paarituid permutatsioone sama palju, s.t. kumbagi on %n!
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Determinant

5.detsember 2007.a.
15:06

Definitsioon 3.1. Me nimetame n-jarku ruutmaatriksi

X111 X12 ... Xin

X X cee X
X — 21 22 2n

an an . o oW x”n

(n-jarku) determinandiks reaalarvu, mida tahistame

X11 X12 ... Xip
| X |:: X211 X2 ... X2p
Xpl Xp2 ... Xpn
abil ja anname valemiga
| X |:: Z (_l)f{a-lzag....a'n}xlaiXzaz .+ Xnay-

P(1.2,...,n)
Omadus 3.1. Maatriksi ja transponeeritud maatriksi determinandid on
vordsed, s.t. X € Mat(n,n) =| X |=| X7 |.

Omadus 3.2, Maatriksi kahe rea (veeru) dravahetamisel muudab
maatriksi determinant margi.

Jareldus 3.1. Kui maatriksis kaks rida (veergu) on vordsed, siis
maatriksi determinant on null.

Omadus 3.3. Kui maatriksis mingit rida (veergu) korrutada mistahes
arvuga, siis maatriksi determinant korrutub sama arvuga.

Omadus 3.4. Kui maatriksi mingile reale (veerule) liita mistahes arvuga
korrutatud mistahes teine rida (veerg), siis uue maatriksi determinant  Tdestada!
on vordne esialgse maatriksi determinandiga.

Omadus 3.5. Kolmnurksete maatriksite Xy, X2, X3 ja X korral

n{n—1)
X3 |:| Xg |: (—1} 2 X1pX2,n—1- - Xnl-

| X1 |=| X2 |= x11x22 . . - X
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Teoreem 5.1. Sama jarku ruutmaatriksite korrutise determinant vordub
nende maatriksite determinantide korrutisega, s. t.

X,Y € Mat(n,n) = |XY|=|X]|Y]. Tdestadal

Jareldus 5.1. Kehtivad valemid

XY T =X Y], (XTY|=[X]|Y].
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Laplace'iteoreem

5.detsember 2007.a.
15:31

Olgu meil maatriks

X11 X120 - X1n

X X . X
X — 21 22 2n

X1 Xkg2 o ... Xlen

ja arv selline arvy m € N, et m < n ja m < k (ruutmaatriksi korral, s.t.
kui k = n, m € N,). Fikseerime maatriksis X read iy, ip,..., I, ja
veerud ji1, 2.. .. Jm-

Definitsioon 4.1. Determinanti

Xivp — Xijp o+ Xigm
M,, = Xigji Kijp o+ Xigjm
X-f-mjl Xf-ij e Xfmjm

nimetatakse maatriksi X m-jarku miinoriks.

Olgu meil tegemist ruutmaatriksiga (s.t. k = n) ja olgu m < n.
Tahistame eelnevalt fikseerimata jaanud ridade ja veergude indeksid
kasvavas jarjekorras vastavalt

er+1-fm+21 -:-fn; er+11er+21 -1_J|r.ﬂ'

Definitsioon 4.2. Miinorit

J‘:’-i'.m+1_f‘ﬂl'1+1 X-f.m+ljm+2 X-f.m+ljn

M R Xfm+2jm+1 X-f.m+2jm+2 e Xfm+2jn
nm—m -

anjm+1 Xf-njm+2 e Xf-njn

nimetatakse miinori M,, taiendusmiinoriks.

Definitsioon 4.3. Margiga varustatud taiendusmiinorit
Ap—m = (=1)*M,_p. kus

k= limf1 +imy2+ -+ in+tJms1 +Jmsy2 + .- Jn;

nimetatakse miinori M, algebraliseks taiendiks.
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Teoreem 4.2. (Laplace'i teoreem). Olgu X n-jarku ruutmaatriks,
me N, jai,b...., Im € N, sellised, et i1 < ip < -+ < Iyy. Siis

maatriksi X determinant | X | vordub koigi selliste korrutiste, mille
uheks teguriks on fikseeritud ridadele i1, io, ..., i, toetuv m-jarku miinor
Ja teiseks teguriks tema algebraline taiend, summaga, s.t.

(X =) MnAn_m,

kus summa tuleb votta ule koigi miinorite M,,,, mis toetuvad ridadele
10200y Im.

Analoogiline tulemus kehtib ka veergude 1. k. ..., Iy jaoks.
Definitsioon 4.4. Valemit
(X | = X1 X1 + Xk2Xu2 + - + XunXin

nimetatakse determinandi |X| arendiseks k-nda rea jargi. Selle valemi
kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse determinandi |X|
arendamiseks k-nda rea jargi.

Definitsioon 4.5. Valemit
| X| = X1 X1k + xokXok + -+ + XXk

nimetatakse determinandi | X| arendiseks k-nda veeru jargi. Selle valemi
kasutamist determinandi arvutamisel nimetatakse determinandi |X|
arendamiseks k-nda veeru jargi.
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Po6rdmaatriks

Definitsioon 6.1. Me nimetame n-jarku maatriksi A poordmaatriksiks
sellist n-jarku maatriksit X, mis rahuldab kahte maatriksvorrandit:

AX = E, XA = E.

Definitsioon 6.2. Me nimetame n-jarku maatriksit Y regulaarseks
(singulaarseks), kui
|Y[# 0, (1Y[=0).

Po6ordmaatriksi omadused:

Omadus 6.1. Kui n-jarku maatriksil A leidub poordmaatriks, siis nii
maatriks A kui ka tema poordmaatriks on regulaarsed. Toestada!

Omadus 6.2. Maatriksi ja tema poordmaatriksi determinandid on
teineteise poordarvud.

Omadus 6.3. Kui ruutmaatriksil on olemas poordmaatriks, siis ainult
iiks. Toestada!

Omadus 6.4. Regulaarsete n-jarku maatriksite A ja B korral kehtib
valem
(AB)™! = B1a~ 1.

Omadus 6.5. Maatriksi A~! péérdmaatriksiks on maatriks A, s. t.
(A-1)t = A

Omadus 6.6. Uhikmaatriksi £ pé6rdmaatriks on ta ise, s. t. E~! = E.

Omadus 6.7. Maatriksi transponeerimine ja poordmaatriksi leidmise
operatsioon on kommuteeruvad ehk vahetatavad, s. t.

(A7) = (a "
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Vektorruum

30.november 2007. a.
22:41

Definitsioon 7.1. Mittetuhja hulka V nimetame vektorruumiks ule
reaalarvude R, kui hulgal V' on jargmine ehitus:

| On antud kujutus
+:V x V—V; (x,y) — x+y,

mida nimetame (hulga V) elementide liitmiseks.

Il On antud kujutus
R x V—V; (A, x) — Ax,

mida nimetame (hulga V) elemendi korrutamiseks reaalarvuga
(vasakult) ehk reaalarvu ja (hulga V) elemendi korrutamiseks.

[l Elementide liitmine ja reaalarvuga korrutamine peavad rahuldama
jargmisi aksioome:

1% Elementide liitmine on assotsiatiivne, s. t. iga x,y,z € V korral
kehtib

(x+y)+z=x+(y+2).

2° Hulgas V leidub selline element, mida nimetame nullelemendiks ja
tahistame 0 abil, et iga x € V korral kehtivad seosed

x +0=x, 0+x=x

3% lga elemendi x € V korral leidub hulgas V' selline element, mida
nimetame elemendi x vastandelemendiks ja tahistame —x abil, et

kehtivad seosed

4° Elementide liitmine on kommutatiivne, s.t. iga x,y € V korral

X+y=y+x
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5% lga x € V korral
1x = x.

6° lga A, € R jaiga x € V korral

(Ap)x = A(px).

7% lga Ae Rjaiga x,y € V korral

AX +y) = Ax+ Ay.

8% lga A, € R jaiga x € V korral

(A + p)x = AX + px.
Definitsioon 7.2. Elementide x,y € V vaheks x — y nimetatakse

elementi
x—y:=x+(-y).
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Vektorruumi alamruum. Lineaarkate.

30.november 2007. a.
23:03

Definitsioon 8.1. Utleme, et vektorruumi V tehted on teheteks tema
(mittetiihjal) alamhulgal @, kui

1) iga x,y € Q korral summa x+vy € Q;
2)iga A e Rjaigax e Q korral Ax € Q.

Definitsioon 8.2. Me nimetame vektorruumi V' mittetuhja alamhulka @
tema alamruumiks, kui @ on V tehete — liitmise ja arvuga korrutamise —
suhtes vektorruum (iile reaalarvude hulga R).

Teoreem 8.1. Vektorruumi V mittetuhi alamhulk @ on tema alamruum
siis ja ainult siis, kui vektorruumi V' tehted on alamruumi @ teheteks.

ApeRxye Q= Ax+py € Q.

Naited:

1° Vektorruum V on iseenda alamruum.

2° Vektorruumi V nullelemendist koosnev alamhulk {0} on vektorruumi
V alamruum.

3° Olgu a € V. Siis hulk {x = Aa: A € R} on vektorruumi V
alamruum.

Paneme tahele, et vektorruumi V' mistahes alamruum sisaldab endas
vektorruumi V' nullelementi 0. Seega, vektorruumi koigi alamruumide
uhisosa ei ole tuhi. Samuti el ole siis ka tuhi kahe, kolme, nelja jne.
alamruumi uhisosa.

Teoreem 8.2, Vektorruumi V' mistahes kahe alamruumi Q1 ja (»
thisosa @7 M Q> on samuti vektorruumi V' alamruum.

Lineaarkate:

Definitsioon 8.3. Olgu m € N ja a,as,...,an vektorruumi V
elemendid. Hulka

L(ai,az2,...,am) =

={x=¢&ay+&ax+ -+ Emam | £1,82, ..., Em € R}

nimetatakse vektorruumi V' lineaarkatteks moodustajatega
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Teoreem 8.3. Lineaarkate L(aj,a2,....,ay), kus aj,az,...,am € V, on

vektorruumi V' alamruum. Tdestada!
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Lineaarne sdltuvus ja sdltumatus

1.detsember 2007.a.
13:43

Olgu V vektorruum ja m € IN.

Definitsioon 9.1. Elementide ay,a,,...,am € V komplekti
{a1,a2,....am}, kus on fikseeritud elementide jarjekord, nimetatakse
elementide ay,ay..... ay poolt moodustatud vektorsusteemiks.

Definitsioon 9.2, Vorrandit kujul
§1a1 +&az + -+ Emam = 0,

kus {a1,a2,...,am} on ette antud vektorsiisteem ja &1,&2,...,&m € R
on otsitavad, nimetatakse vektorsiisteemi {aj,as,....ayn} poolt
maaratud vektorvorrandiks.

Komplekt £ =0.& =0,....&, =0 onsellevektorvérrandinull-lahend.

Definitsioon 9.3. Vektorsiisteemi {ay, a2,...,am} nimetame lineaarselt
soltuvaks (lineaarselt soltumatuks), kui vektorvorrandil

§1a1 +&ax + -+ {mam =0
on rohkem kui iiks lahend (ainult tks lahend).
Teoreem 9.1. Uheelemendiline vektorsiisteem {a} on lineaarselt soltuv
siis ja ainult siis, kui a on nullelement, s. t. kui a = 0. Tdestada!

Teoreem 9.2. Vektorsiisteem {ay, a3,...,am}, milles on vahemalt kaks
elementi (s. t. m > 2), on lineaarselt soltuv siis ja ainult siis, kui selle
vektorsusteemi mingi element on avaldatav selle vektorsusteemi
ulejaanud elementide kaudu.
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Olgu meil vektorsiisteem {aj,az,...,am} ja arvud k, i1, iz, ..., ik € Ny,
selliselt, et i1 < ip < -+ < Ip.

Definitsioon 9.5. Vektorsiisteemi {aj,, aj,,...,a;, } nimetame
vektorsiisteemi {ay,az....,am} alamsiisteemiks.

Teoreem 9.3. Vektorsusteem, millel on lineaarselt soltuv alamsusteem,
on lineaarselt soltuv.

Jareldus 9.3, Lineaarselt soltumatu vektorsusteemi koik alamsusteemid
on lineaarselt soltumatud.

Jareldus 9.4. Vektorsusteem, mis sisaldab nullelementi, on lineaarselt
soltuv.

Jareldus 9.5, Lineaarselt soltumatu vektorsusteem el sisalda
nullelementi.
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Vektorruumi baas

1.detsember 2007.a.
14:24

Definitsicon 10.1. Vektorruumi V' elementidest moodustatud
vektorslsteemi

{e].:-ez:- £ '.-el'l}
nimetatakse vektorruumi V' baasiks, kui:
1) see vektorsiisteem on lineaarselt soltumatu;

2) vektorruumi V iga element avaldub selle vektorsiisteemi elementide
kaudu.

Teoreem 10.1. Vektorruumi koikides baasides on sama palju elemente.

Definitsioon 10.2. Vektorruumi, millel puuduvad baasid, nimetatakse
lopmatumootmeliseks ehk lopmatudimensionaalseks vektorruumiks.

Definitsioon 10.3. Vektorruumi, millel on baas(id) olemas, nimetatakse
loplikumootmeliseks ehk loplikudimensionaalseks vektorruumiks.
Elementide arvu vektorruumi baasis nimetatakse vektorruumi mootmeks
ehk dimensiooniks.

Vektorruumi V' moodet tahistatakse dimV/ .

Definitsioon 10.4. Vektorruumi V' nimetatakse n-mootmeliseks ehk
n-dimensionaalseks, kui dimV = n.

n-mootmelist vektorruumi tahistatakse sageli ka V,, abil.

Definitsioon 10.5. Kordajaid x7, x»,....x, avaldises
X = X1€1 + X2€2 + - + Xp€p

nimetatakse elemendi x koordinaatideks baasil {e1,e5,...,e,}.

Teoreem 10.2. Elemendi koordinaadid igal baasil maaratakse uheselt.
Tdestada!

Teoreem 10.3. Elementide liitmisel, lahutamisel ja arvuga korrutamisel
tuleb elementide koordinaadid vastavalt liita, lahutada ja sama arvuga
korrutada.

Baasiteisendusmaatriks:

411 d12 ... 31n
a a . =
A — 21 22 2n

- L A —u
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11 J12 ... dln
=) =] ‘e =
A — 21 22 2n

dnl 9dn2 ... Inn

Definitsioon 10.6. Maatriksit A nimetatakse baasiteisenduse maatriksiks
uleminekul vanalt baasilt uuele baasile. Vahel nimetatakse maatriksit A
ka lihtsalt baasiteisenduse maatriksiks.

Lause 10.1. Baasiteisenduse maatriks on regulaarne.

Me saame seosed koordinaatide vahel uuel ja vanal baasil
baasiteisenduse maatriksi abil luhidalt kirja panna jargmiselt:

X1 x1’ x1 X1
! !

X2 — A XD X2 _ A_l X2

Xn an an Xn
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Lineaarvorrandislisteem

1.detsember 2007.a.
14:46

Definitsioon 11.1. Vorrandisusteemi

AN1X1 T X + ...+ 31Xy = 271
a21X1 + a2Xx2 + ...+ apXp = ao,

AmlX1 + 3Am2X2 + ... + 3mnXn = 3m:

kus x1,X2,...,X, on tundmatud ehk otsitavad ning tundmatute
kordajad ajj, i € Ny, j € Ny, ja vabaliikmed a1, a2,...,am, on (ette
antud) reaalarvud, nimetatakse lineaarvorrandisiisteemiks.

Definitsioon 11.2. Lineaarvorrandisiisteemi (1) nimetatakse
homogeenseks, kui koik vabaliikmed on vordsed nulliga, s.t.

ag=ap = = am =0, Ja mittehomogeenseks, kui vahemalt uks
vabaliige on nullist erinev.

Definitsioon 11.3. Maatrikseid

11 12 ... d1n a11 d12 ... d1n d1

d . d . a d . d d
A — a1 22 2n ja AI _ 21 22 2n 2
aml 9Am? ... 3mn a4ml I4m2? ... dmn  9m

nimetatakse vastavalt lineaarvorrandististeemi (1) maatriksiks ja
lineaarvorrandisiisteemi (1) laiendatud maatriksiks.

Definitsioon 11.4. Fikseeritud reaalarvude komplekti

X] = @1, X2 = Q2,...,X, = &, nimetatakse lineaarvorrandisiisteemi (1)
lahendiks ehk erilahendiks, kui nende arvude asendamisel siisteemi (1)
vorranditesse tundmatute asemele saame samasused.

Definitsioon 11.5. Lineaarvorrandisiisteemi (1) nimetatakse
lahenduvaks, kui tal leidub vahemalt uks lahend.
Lineaarvorrandisiisteemi (1) nimetatakse vastuoluliseks ehk
vasturaakivaks, kui siisteemil (1) ei ole lahendeid.
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Definitsioon 11.6. Lineaarvorrandisusteemi elementaarteisendusteks
nimetatakse:

1) tema mistahes vorrandi korrutamist nullist erineva reaalarvuga;

2) tema mingile vorrandile teise mistahes arvuga labikorrutatud vorrandi
liitmist.
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Crameri peajuht

1.detsember 2007.a.
16:03

Definitsioon 13.1. QOeldakse, et meil on tegemist Crameri peajuhuga, kui
lineaarvorrandisusteemis on tundmatuid ja vorrandeid sama palju ning
susteemi maatriks on regulaarne.

11 912 ... 1n
o 421 a2 ... a2n _
an]_ anz . aow ann
Tahistame D := |A| ning
411 ... 4d1,i-1 41 4141 --- Adln
a - a = A
DI' :: 21 2_1 1 21—‘_1 n , '.? f E Nn_
dnl .-+ dni-1 dn  dLi41  --- dnn

Viimases valemis on determinandi arvutamisel /-s veerg maatriksis A
asendatud vabaliikmete veeruga.

Eelpooltoodud tahistusi kasutades saame lineaarvorrandisusteemi
lahendamiseks n.n. Crameri valemid

Crameri peajuhu tingimusi rahuldava lineaarvorrandisusteemi
lahendamist Crameri valemite abil nimetatakse ka Crameri reegli
kasutamiseks.
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Suunatud loikude vektorruum
1.detsember 2007.a.

16:16

Definitsioon 14.1. Loiku, millel on fikseeritud alguspunkt, s.o. suund,
nimetatakse suunatud Ioiguks ehk seotud vektoriks. Seotud vektorit
alguspunktiga X ja I6pp-punktiga Y tihistame edaspidi XY abil. Kaigi
seotud vektorite hulka tahistame E abil.

Mainime, et me lubame ka juhtumit, kus loigu algus- ja [opp-punkt
langevad kokku. Sellist 16iku nimetatakse kidunud Ioiguks (naiteks XX).
Kidunud loigu korral el ole loigu suund uheselt maaratud.

Definitsioon 14.2. Seotud vektorit, mille algus- ja lIopp-punkt langevad
kokku, nimetatakse seotud nullvektoriks.

Definitsioon 14.3. Seotud vektori XY pikkuseks, tahis [XY|, nimetame
teda maarava I6igu XY pikkust, s.t. | XY]| = |XY].

Definitsioon 14.4. Seotud vektorit ¥X nimetame seotud vektori XY
vastandvektoriks. Seotud vektori XY vastandvektorit tihistame —XY
abil, s.t. L

—XY = YX.
Definitsioon 14.5. Seotud vektorit AB nimetame kollineaarseks seotud
vektoriga CD, kui I5ik AB on paralleelne I16iguga CD. Oeldut tihistame
AB || CD abil.

Kollineaarsuse omadused:
1° Refleksiivsus:  AB € Ey — AB || AB.

2° Transitiivsus: L L
AB || CD, CD|| EF, AB,CD,EF € Ey — AB || EF.

3% Simmeetria:  AB | CD, AB,CD e Ey = CD || AB.

Definitsioon 14.6. Seotud vektorit AB nimetame samasuunaliseks
(vastassuunaliseks) seotud vektoriga CD, kui esiteks AB || CD ja teiseks
AB ja CD suunad on iihesugused (suunad on vastupidised). Oeldut
tahistame AB |1 CD (AB 1| CD) abil.
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Definitsioon 14.7. Seotud vektorit AB nimetame ekvivalentseks seotud
vektoriga CD ja tahistame AB ~ CD abil, kui

AB| = [CD|, AB || CD.
Ekvivalentsusel on kollineaarsusega samasugused omadused.

Definitsioon 14.8. Seotud vektoriga AB € Ey ekvivalentsete seotud
vektorite hulka {XY : XY ~ AB} nimetame ekvivalentsiklassiks |
moodustajaga AB. Ekvivalentsiklassi moodustajaga AB t3histame AB
abil. Seega

AB = (XY : XY ~ AB).

Definitsioon 14.9. Hulga E elemente, tipsemalt hulga E
ekvivalentsiklasse, nimetame edaspidi vabavektoriteks ehk luhidalt
vektoriteks.

Definitsioon 14.10. Vektori X pikkuseks, tahistame |X| abil, nimetatakse
(suvalise) seotud vektori AB € X pikkust, s.t.

X| := [AB|.

Definitsioon 14.11. Olgu AB € X, A'B’ € y. Vektorit X nimetame
1) kollineaarseks, 2) samasuunaliseks, 3) vastassuunaliseks vektoriga v,
kui vastavalt

1) AB || AB, 2)AB1| AB, 3)AB1|| AB

ning tahistame

Definitsioon 14.12. Vektorite X ja ¥ summaks nimetatakse vektorit
Z € E, mis saadakse jargmisel teel:

1) v I|me mingi punkti A € E ning leiame sellise punkti B € E, et
AB ¢

2) Iemme selllse punkti C € E, et BC € y;

_f

3) % — AC.

|T|
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Definitsioon 14.13. Reaalarvu & ja vektori X korrutiseks £ X nimetatakse
vektorit, mis maaratakse tingimustega

17 [&x] = [€]Ix],

2° (ER) 11X kui €>0, (£R)11X%, kui & <0,
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Projektsioon

1.detsember 2007.a.
16:49

Olgu tasandil E> (voi ruumis E3) fikseeritud mingi sirge s.

Fikseerime sirge | (tasandi ), mis |Gikab sirget s tapselt iihes punktis.
Mistahes punkti X € Ep (X € E3) korral votame punkti X labiva sirge

Ix (tasandi mx ), mis on paralleelne sirgega / (tasandiga 7), s.o.
X el Ix ||, (Xemx,mx || ™).
Tahistame tekkinud 16ikepunkti s M [y (s My ) simboliga X'.

Definitsioon 15.1. Punkti X’ nimetame punkti X projektsiooniks sirgel s
paralleelselt sirgega / (tasandiga ).

/
/ x

/X

.'llllll.

.-"Illlll’.I 5
I

Olgu 3 € E; (a € E3) nullvektorist erinev vektor. Fikseerime vabalt
mingi punkti A € B> (A € E3). Siis leidub punkt B € E; (B € E3)
selliselt, et AB = 3. Loik AB mairab iiheselt sirge s, millele AB kuulub.

Olgu sirge | (tasand ) selline, et ta I6ikab sirget s tapselt iihes punktis.
Olgu X mingi vektor ning X € E; (X € E3). Siis leidub Y € B

(Y € E3) selliselt, et XY = %. Leiame punktide X ja Y projektsioonid
sirgel s.
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Definitsioon 15.2. Vektorit X’Y’ nimetame vektori X projektsiooni-
vektoriks vektori 3 sihile paralleelselt sirgega / (tasandiga ).

Projektsioonivektorit X'Y’ tahistame PrsxX (|| I} (Prsx(|| @)).

Kui tekstist on selge paralleelselt millise sirgega (tasandiga)
projektsioonivektor leitakse, siis kasutame liihemat tahist PrsX (Prsx).

Omadus 15.1. Vektorite summa projektsioonivektor on vordne nende

vektorite projektsioonivektorite summaga, s.o. .
Pro] & TOestada!

Pr;{f{' -|-}_‘:) = Pf';)_{' + P!’E}_‘:.
Omadus 15.2. Mistahes reaalarvu £ € R ja mistahes vektori X korral
Prs(£X) = £PrsX.

Definitsioon 15.3. Projektsioonivektorit PrsX nimetame
ristprojektsioonivektoriks, kui sirge / (tasand ) on risti sirgega s.

Definitsioon 15.4. Vektori X projektsiooniks vektori 3 # 0 sihile
nimetatakse reaalarvu, mida tahistame prsX abil ja anname valemiga

|Prsx|,  kui PrsX 71 3;

prsX 1= ~ _ o
? —|PrsX|, kui PrsxX 1] 3.

Definitsioon 15.5. Vektorit pikkusega uks nimetatakse uhikvektoriks.

Projektsioonivektorija projektsioonivaheline seos:

PrsX = (prsX)as.

Omadus 15.3. Vektorite summa projektsioon on vordne nende vektorite
projektsioonide summaga, s.t.

prs(X + V) = prsX + prsy.
Omadus 15.4. Mistahes reaalarvu £ € R ja mistahes vektori X korral

ToOestada!
prs(&X) = &EprsX.
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Definitsioon 15.6. Projektsiooni prsX nimetame ristprojektsiooniks, kui
sirge | (tasand ) on risti sirgega s.

Olgu meil tasandil E2 (ruumis E3) nullvektoritest erinevad vektorid X,
ning punkt A. Siis leiduvad punktid B, C € E; (B, C € E3) selliselt, et
AB=7Xja AC =7.

Definitsioon 15.7. Vektorite X # 0 ja ¥ # 0 vaheliseks nurgaks
nimetame nurka, mis tekib loigu AB pooramisel umber punkti A
lihemat teed pidi Ioigule AC. Tahistame seda nurka Z(X,y) abil.

Definitsioon 15.8. Kui vektoritest X ja v vahemalt iiks on nullvektor, siis
nurgaks Z(X, V) loeme tikskoik millist reaalarvu Igigust [0, 7).

Definitsioon 15.9. Me utleme, et vektor X on risti vektoriga v, kui
Z(X,¥) = 5. Seda asjaolu tahistame X L y abil.

Ristprojektsiooni korral kehtib valem

prsX = |X| cos Z(X, 3).
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Baasjareeper

2.detsember 2007.a.
19:39

Teoreem 16.1. Uhevektoriline vektorsiisteem {3} on lineaarselt soltuv
siis ja ainult siis, kui vektor 3 on nullvektor, s.t. 3 = 0.

Teoreem 16.2. Kahevektoriline vektorsiisteem {327, 23 } on lineaarselt
soltuv siis ja ainult siis, kui vektor a; on kollineaarne vektoriga as.

Definitsioon 16.1. Vektorsiisteemi {37, a3, a3 } nimetatakse
komplanaarseks, kui neid vektoreid maaravad loigud on paralleelsed
mingi tasandiga.

Teoreem 16.3. Kolmevektoriline vektorsiisteem {ai, a2, az} on
lineaarselt soltuv siis ja ainult siis, kui see vektorsisteem on
komplanaarne.

Teoreem 16.4. Vektorruumide E1, E5 ja E; baamdeks on vastavalt
mistahes vektorsiisteem {ej }, mille vektor e1 ei ole nullvektor, mistahes
kahest mittekollineaarsest vektorist koosnev vektorsiistem {e7, & } ja
mlstahes kolmest mittekomplanaarsest vektorist koosnev vektorsusteem

{6‘1 6‘3}

Definitsioon 16.2. Hulki {O; &1}, {0; e, e} ja {O;e1, e, 63}
nimetatakse vastavalt sirge E1, tasandi E2 ja ruumi Es reeperiks ehk

koordinaatsiisteemiks, kui {e1}, {e1, e} ja {e1, e, e3} on vastavalt
vektorruumide E;, E; ja E3 baasid. Punkti O € E; nimetatakse reeperi

ehk koordinaatsusteemi alguspunktiks.

Definitsioon 16.3. Baasi nimetame ristbaasiks, kui temasse kuuluvad
vektorid on paarikaupa risti ja pikkusega 1.

Definitsioon 16.4. Reeperit nimetame ristreeperiks, kui temasse kuuluv
baas on ristbaas.

Olgu {E{E’} vektorruumi E2 baas. Rakendame need vektorid mingist
punktist K € E,. Siis leiduvad sobivad punktid A;, A € E5, et

KAy =ef, KA =2
Definitsioon 16.5. Vektorruumi E5 baasi {el ,L nimetame parema kae
(vasaku kae) baasiks kui seotud vektori KA; poore liihemat teed pidi

umber punkti K seotud vektorini KA, toimub kellaosuti litkumise
suunale vastupidises suunas (kellaosuti lilkkumise suunas).
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Definitsioon 16.6. Vektorruumi E» reeperit {O;?{,e_ﬁ} nimetame
parema kae (vasaku kae) reeperiks, kui temasse kuuluv baas {ef, e3} on
parema kae (vasaku kae) baas.

Olgu niiiid {e1, ez, e3} vektorruumi E3 baas. Rakendame need vektorid
mingist punktist K € Ez. Siis leiduvad punktid A;, Ao, Az € E3, et

KAi = ei, KA =8, KA3=a.

Definitsioon 16.7. Vektorruumi E3 baasi {€1, &, €3 } nimetatakse
parema kie (vasaku kie) baasiks, kui seotud vektori KA; poore lithemat
teed pidi seotud vektorini KA, jalgituna seotud vektori KA3
lopp-punktist Az toimub kellaosuti lilkumise suunale vastupidises suunas
(kellaosuti liikumise suunas).

Definitsioon 16.9. Mistahes punkti X € E kohavektoriks ruumi E
reeperi suhtes nimetatakse vektorit OX € E, kus O on ruumi E reeperi
alguspunkt.

Definitsioon 16.10. Punkti X € E koordinaatideks valitud reeperi suhtes
nimetatakse tema kohavektori OX koordinaate reeperisse kuuluva baasi
suhtes.

Rooplukke ehk paralleellukke

—F

{016_1}*?2’*?3;} E— '{_O;:EI1E’;1?§;}1 E]..;{JI:E]..;'.« EQI :EZ}:- %}!:?3

korral aga
! ! !
X1 =X; +C1, Xp=2Xp+C, X3=X3+ C3.
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Skalaarkorrutamine

2.detsember 2007.a.
20:00

Definitsioon 17.1. Vektorite X,y € E skalaarkorrutiseks (X, ¥)
nimetatakse reaalarvu

(X,¥) 1= [X]|y| cos £(X, 7).

Omadus 17.1. Kui skalaarkorrutises uks vektoritest on nullvektor, siis
skalaarkorrutis on vordne nulliga, s.t.

0,7y =0, (% 0)=0.

Omadus 17.2. Skalaarkorrutamine on kommutatiivne, s.1.
I o = Toestada!
(%, 7) = {V,%).
Omadus 17.3. Skalaarkorrutamine ja ristprojektsioon on seotud
jargmiselt:
(X.¥) = |X| prz¥,

ja !
(X,¥) = y|pryX,

x40
y #0.

Omadus 17.4. lga X1,X2, ¥ € E korral kehtib

Toestadal

—

X1+ X%, ¥) = (%,7) + (2.7).
Jareldus 17.1. Iga X.vq1.V» € E korral kehtib
(X, 01 +32) = (X, 1) + (X, 7).
Omadus 17.5. lga X, ¥ € E ja iga £ € IR korral kehtib
(£X.7) = €(X, ¥).
Jareldus 17.2. lga X,y € E ja iga £ € R korral kehtib

(X,67) = (X, 7).
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Omadus 17.6. Vektor X on risti vektoriga y siis ja ainult siis, kui nende
vektorite skalaarkorrutis on null, s.t.

X1y« (X, y)=0.

Omadus 17.7. lga vektori X € E pikkus avaldub valemiga

%)
E, E, E,
risthaas  {er} {e1,e} {e1.e5.e3}
X koordinaadid (x1) (x1,x2) (x1,x2,x3)
V  koordinaadid (1) (v1,y2) (Y1, ¥2,¥3)
(X.¥) X1y1 X+ xeye

X1¥1 + X2)2 + X3¥3
|xq| vV X12 + X2

VX124 X% + x3?
- X1y1 X1Y1 + X2y2
Przy

X1¥Y1 T X2¥2 + X3¥3
|x1] Vv X12 + x92

\/Xl2 + Xzz + X32

Ristreeperis kehtivad veel valemid:

Ruumis E3 saame

X Ly xiy1 +xy2+x3y3 =0
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Vektorkorrutamine

2.detsember 2007.a.
21:44

Vektorkorrutamist saame defineerida vaid ruumis E;.

Olgu {a1, a2, a3} mittekomplanaarne vektorsiisteem ning A € E3 mingi
punkt. Siis leiduvad sellised punktid A1, A>, A3 € E3, et

—

AAL =31, AAy =33, AAs=3;.

Definitsioon 18.1. Mittekomplanaarset kolmevektorilist vektorsiisteemi
{a1, a2, a3} nimetame parema (vasaku) kae kolmikuks, kui vaadelduna
punktist Az toimub seotud vektori AA; psére seotud vektorini AAs
lihemat teed pidi kellaosuti liilkumise suunale vastupidises suunas
(kellaosuti liilkumise suunas).

Definitsioon 18.2. Vektorite X, ¥ € E3 vektorkorrutiseks, mida tahistame
X % y abil, nimetatakse vektorit, mis maaratakse kolme tingimusega:

1) ¥ < y| = [X]ly]sin £(X, ¥),
2)Xxy LXx, Xxyly
3) vektorsiisteem {X,¥,X x ¥ | on parema kae kolmik.

Omadus 18.1. Vektorsiisteem {X,y} on lineaarselt séltuv siis ja ainult
siis, kui vektorkorrutis X % y on vérdne nullvektoriga.

Lahtudes lineaarselt séltumatust vektorsiisteemist {X, ¥} ning punktist
A € E;3, leiame sellised punktid X, Y € E;, et

AX =%, AY =7.
Konstrueerime niiiid roopkiiliku, mille servadeks on 16igud AX ja AY.

Definitsioon 18.3. Eelpool konstrueeritud réopkiilikut nimetame
vektoritele X ja ¥ ehitatud roopkulikuks (punktis A).

Omadus 18.2. Olgu vektorsiisteem {X, ¥} lineaarselt séltumatu.
Vektoritele X ja y ehitatud réopkiliku pindala S,4(x,y) on vérdne

servavektorite vektorkorrutise pikkusega, s.t.

Sk(X,¥) = |X < ¥|.
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Omadus 18.3. Vektorkorrutamine on kaldsimmeetriline, s.t.

Y Tdestadal
X xy=—(¥ xX).

Omadus 18.4. Mistahes reaalarvu £ = R ja mistahes vektorite X, ¥ = Ej

korral kehtib
(EX) x ¥ = &(X % y).

Jareldus 18.2. Mistahes reaalarvu £ = R ja mistahes vektorite x,y = E3
korral kehtib valem

X % (&y) = &(x x y).
Omadus 18.5. Mistahes kolme vektori x7, x5,y = E3 korral kehtib valem
(G+%)xF=x xJ+% X
Jareldus 18.3. Mistahes kolme vektori X, y1, y2 = E3 korral kehtib valem

Xx(y1+y2)=Xxyi +X % y3.

Vektorkorrutise leidmine koordinaatide ristbaasis:
- . X7 X

%X = 2 X3

Yo y3

X1 X3
yYi 3

X1 X2
i y

)
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Segakorrutamine

3.detsember 2007.a.
15:27

Definitsioon 19.1. Kolme vektori X, ¥.Z < E3 segakorrutiseks
nimetatakse reaalarvu, mida tahistatakse XyZ abil ja mis antakse

valemiga
XyZ = (X x ¥, Z).

Omadus 19.1. Vektorsiisteem {X.¥,Z} on lineaarselt soltuv siis ja ainult
siis, kui segakorrutis Xyz = 0.

Olgu niitid vektorsusteem {X, ¥, Z} lineaarselt séltumatu. Mistahes

punkti A £ E3 korral leiduvad sobivad punktid X, Y, Z € E; selliselt, et
AX =% AY =y, AZ=7%
Moodustame rooptahuka, mille servadeks on AX,AY ja AZ.

Definitsioon 19.2. Eelpool konstrueeritud rooptahukat nimetame
vektoritele ¥, ¥ ja Z ehitatud réoptahukaks.

Omadus 19.2. Mittekomplanaarse vektorsiisteemi {X, ¥, Z} vektoritele
ehitatutud rocptahuka ruumala V((X,¥.Z) on vordne

o XyZ, kui {X,¥,Z} on parema kae kolmik
Vie(%.7,2) = ¢ ___ .- ) .
—XyZ, kui {X,¥,Z} on vasaku kae kolmik .
Lo 1 R R
Prisma ruumala: Vir(X,¥.2) = EVrr(x,y?z) = E|xyz|

Tetraeedriruumala:

wf‘
——
=l
=l
N
[
| =

Omadus 19.3. Segakorrutamine soltub vektorite jarjekorrast jargmiselt:
XyZ = yZX = ZXy = —yXZ = —ZyxX = —xzy. Toestadal

Omadus 19.4. Kehtivad valemid

—_———

(X1 +Xx2)yZ = x1¥Z + x2) 2,

i X(yi+ y2)Z =Xy1Z+ Xy2Z

Xy(z{ + z2) = Xyz{ + XV z2.
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Omadus 19.5. Kehtivad valemid:

ja

Kui
X =(x1.,x2,x3), ¥=(1.¥2.y3), Z=(z1,22,23)

on antud koordinaatidega parema kae ristbaasis, siis kehtib valem

X1 X2 X3
XYZ=1|y1 Y2 V3
£ £32 I3
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Sirgevorrandid

3.detsember 2007.a.
16:37

Definitsioon 20.1. Sirge sihivektoriks nimetatakse sirge suvalise 2
erineva punkti poolt maaratud vektorit. Sirge s sihivektori tahiseks on
s. Teisiti oeldes on sirge sihivektor suvaline vektor, mille moodustajaks
on mingi sirgel asuv seotud nullvektorist erinev seotud vektor, s.t.

EZ,E, kus AB C s.

Definitsioon 20.2. Sirge s vorrandit kujul

s:AX =t3, tcR
nimetame sirge s parameetriliseks vektorvorrandiks. Suurust t selles
vorrandis nimetame parameetriks. Sirge parameetrilise vektorvorrandi

voime lles kirjutada ka kujul

s={X|AX = t3, teR}.
Fikseerime mingi punkti O = E, mida hakkame nimetama pooluseks.

Definitsioon 20.3. Punkti X £ E kohavektoriks pooluse O suhtes

nimetatakse vektorit OX.

Definitsioon 20.8. Vektorit n = (A1, A2) nimetatakse sirge
s:Axy + Aoxo + A3 =0

normaalvektoriks.

Et

(n,5) = A1s1 + Agsz = 5251 — 515 = 0,

siis on sirge sihivektor ja normaalvektor alati risti.

Definitsioon 20.9. Sirget, mis labib reeperi alguspunkti O ja mille
sihivektoriks on vektor &. nimetame koordinaatteljeks. Punkti O ja &
poolt maaratud koordinaattelge nimetame O&;-teljeks ehk x;-teljeks.

Definitsioon 20.10. Me litleme, et tasandil olev sirge on reeperi suhtes
tldasendis, kui ta ei |abi reeperi alguspunkti ja ei ole paralleelne

kummagi koordinaatteljega.
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Tasandivorrandid
4.detsember 2007.a.
13:08

Definitsioon 21.1. Tasandit maaravat lineaarselt soltumatut
vektorsusteemi nimetatakse tasandi rihiks.

Definitsioon 21.5. Vektorit 1 := 0 x v nimetatakse tasandi
normaalvektoriks.

Paneme tahele, et kui {O;e1, e, €3} on ristreeper, siis

n—1uxv=—= (Al,AQ,Ag}.

Definitsioon 21.6. Tasandeid uldvorranditega x1 = 0,x0 =0ja x3 =10
nimetatakse vastavalt xoxa-koordinaattasandiks,
x1x3-koordinaattasandiks ja x3xp-koordinaattasandiks.

Definitsioon 21.7. Me utleme, et tasand on uldasendis, kui ta ei ole
paralleelne mitte uhegi koordinaatteljega ning ei [abi reeperi alguspunkti.

Seega, uldasendis oleva tasandi uldvorrandis
A1 #0,A #0,A3 #0,A4 # 0.

Geomeetria Page 37



Ellips

4.detsember 2007.a.
13:24

Fikseerime tasandil E> kaks erinevat punkti F; ja F> ja uhe positiivse
reaalarvu a selliselt, et a > %|F1F2|.

Definitsioon 24.1. Punktihulka {X} tasandil Ex nimetame ellipsiks, kui
selle hulga iga punkt X rahuldab vorrandit

|F1X| + |F2X| = 2a.

Punkte F; ja F» nimetame ellipsi fookusteks.

Definitsioon 24.2.

Ellipsi kanooniline reeper:

Ristreeperi alguspunkti ehk pooluse O paigutame loigu F1F> keskpunkti.
Uhikvektori 21 valime selliselt, et ta oleks samasuunaline vektoriga ﬁ
Uhikvektori e valime selliselt, et &1 | & ning et {E{Eﬁ} oleks parema
kie ristbaas (siis {O; e1, e2 } on parema kie ristreeper).

Definitsioon 24.3. Vorrandit

2 2

X X
EZ—12+—2:1

a® b

nimetatakse ellipsi kanooniliseks vorrandiks.

Definitsioon 24.4. Me nimetame punkti K’ siimmeetriliseks punktiga K
sirge | suhtes, kui sirgloik KK’ on risti sirgega [ ning punktid K ja K’
asuvad teine teisel pool sirget / ning on vordsel kaugusel sirgest /.

Definitsioon 24.5. Me nimetame punkti K’ siimmeetriliseks punktiga K
punkti A suhtes, kui punkt A poolitab l6igu KK’.

Definitsioon 24.6. Me nimetame joont v summeetriliseks mingi sirge
(mingi punkti) suhtes, kui joone 7y iga punkti K korral ka punktiga K
siimmeetriline punkt K’ selle sirge (selle punkti) suhtes asub joonel .

Teoreem 24.1. Ellips on summeetriline fookusi labiva sirge ja fookuste
vahelise loigu keskristsirge suhtes ning nende loikepunkti, s.t. fookuste
vahelise loigu keskpunkti, suhtes.
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Definitsioon 24.7. Sirgeid, mille suhtes joon on summeetriline,
nimetatakse joone summeetriatelgedeks.

Definitsioon 24.8. Punkti, mille suhtes joon on summeetriline,
nimetatakse joone keskpunktiks.

Definitsioon 24.9. Joone loikepunkte simmeetriatelgedega nimetame
Joone tippudeks.

Ellipsitipudon: A (—3,0), Az(a.0), Bi1(0,—b), By(0.b).

._BE(U! b}

I g Ay (2, 0)
0(0.,0) /Fg} 0)
FBI(_C; _b)

Definitsioon 24.10. Ellipsi samal summeetriateljel asuva tipupaari poolt
valja eraldatud loike ja nende pikkusi nimetame ellipsi telgedeks.

Definitsioon 24.11. Loike A1 0, OA>, B1 O ja OB> ning nende pikkusi a
ja b nimetame ellipsi pooltelgedeks. Loike A; O, OA> ja nende pikkust a
nimetame ellipsi suuremaks poolteljeks ning loike B1 O, OBy ja nende
pikkust b nimetame ellipsi vaiksemaks poolteljeks.

Definitsioon 24.12. Arvu e = — nimetame ellipsi ekstsentrilisuseks.
} a
Paneme tihele, et e £ (0, 1).

Definitsioon 24.13. Ellipsi korgust fookuse kohal nimetame tema
fokaalparameetriks.

H2
Osutub, et ellipsi fokaalparameeter p = —.
a

Definitsioon 24.14. Ellipsi mistahes punkti kaugusi fookusteni nimetame
selle punkti fokaalraadiusteks.
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Olgu M(mz1, m2) mingi punkt ellipsil.

Selle punkti fokaalraadiused on:

c
n(M) = Smta

c
. (M) = ‘Eml — 3‘

Olgu X(xq,x7) ellipsi suvaline punkt ning tahistagu t nurka, mille vorra
tuleb baasivektorit e; poorata kellaosuti lilkkumise suunale vastassuunas,

et pooramise tulemusel saadav vektor oleks samasuunaline vektoriga
OX.

Osutub, et siis saab punkti X koordinaadid kirja panna jargmiselt:

Xy =acost, x» = bsint.
Definitsioon 24.15. Vorrandeid

€:Xx1 =acost, xp=bsint, te][0,2m)

nimetatakse ellipsi parameetrilisteks vorranditeks.
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Hiperbool

4.detsember 2007.a.
20:26

Definitsioon 25.1. Punktihulka {X} tasandil E2 nimetame hiiperbooliks,
kui selle hulga iga punkt X rahuldab vorrandit
IFX| — [F2X|| = 2a.

Punkte F1 ja F» nimetame huperbooli fookusteks.

Hiperboolikanooniline reeper:

Ristreeperi alguspunkti ehk pooluse O paigutame Ioigu F1F; keskpunkti.
Uhikvektori 21 valime selliselt, et ta oleks samasuunaline vektoriga m
Uhikvektori & valime selliselt, et & | & ning et {7, &} oleks parema
kie ristbaas (siis { O; e1, e } on parema kie ristreeper).

Definitsioon 25.3. Vorrandit

2 2
pe XXy
a2 b2

nimetatakse huperbooli kanooniliseks vorrandiks.

Teoreem 25.1. Huperbool on summeetriline fookusi labiva sirge ja
fookuste vahelise loigu keskristsirge suhtes ning nende loikepunkti, s.t.
fookuste vahelise loigu keskpunkti, suhtes.

Leiame huperbooli kanoonilisest vorrandist asenduste x; =0 ja x, =0
teel huperbooli tipud. Nendeks on

Al(—a, D), Az(a,ﬂ}

Teine simmeetriatelg hiiperbooli ei IGika.

Definitsioon 25.4. Punkte B1(0, —b) ja B2(0, b) nimetame hiiperbooli
imaginaarseteks tippudeks ehk huperbooli ebatippudeks.
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Definitsioon 25.5. Huperbooli samal simmeetriateljel asuva tipupaari
(ebatipupaari) poolt valja eraldatud I6iku ja tema pikkust nimetame
hiiperbooli (reaal)teljeks (ebateljeks).

Definitsioon 25.6. Loike A1 O, OA2, B1O ja OB; ning nende pikkusi a ja
b nimetame hiiperbooli pooltelgedeks. Loike A; O, OA> ja nende
pikkust a nimetame huperbooli reaalseks poolteljeks ehk
reaalpoolteljeks ning loike B; O, OB> ja nende pikkust b nimetame
hiuperbooli imaginaarseks poolteljeks ehk ebapoolteljeks.

Definitsioon 25.7. Kahte tukki, millest huperbool koosneb, nimetatakse
huperbooli harudeks.

Definitsioon 25.8. Olgu joonel, mis on antud ilmutatud funktsiooni

xo = f(x1) abil, I6pmatusse ulatuv haru. Kui selle joone punkti

X (x1,x2) kaugenemisel 16pmatusse tema kaugus mingist sirgest I3heneb
nullile, siis seda sirget nimetame joone asumptoodiks. Asumptooti
taandatud vorrandiga xo = axy + b, kus a # 0. nimetame joone
kaldasumptoodiks.

Teoreem 25.2. Sirged

b b
f1 DXy = —Xx1, 1'2 DXy = ——X1
P =

on huperbooli kaldasumptoodid.

Definitsioon 25.9. Arvu e = — nimetame huperbooli ekstsentrilisuseks.
a

Geomeetria Page 42



Definitsioon 25.10. Huperbooli korgust fookuse kohal nimetame tema
fokaalparameetriks.

Definitsioon 25.11. Huperbooli mistahes punkti kaugusi fookusteni
nimetame selle punkti fokaalraadiusteks.

n(M)=lemy + a| =em; +a, r(M)=|em —a| =em — a.
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Ellipsi ja htiperbooli juhtsirged

5.detsember 2007.a.
11:51

Definitsioon 26.1. Paralleelseid sirgeid

d d
!1:){1:——? J|'2:X1=—
e e

nimetatakse ellipsi (hiiperbooli) juhtsirgeteks.

Ellipsi juhtsirged:

4
X]_:—E

X1 =

i | i

F"l{— ,0) O({;.DJ F:g(c. 0)
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Teoreem 26.1. Ellipsi (hiiperbooli) iga punkti M € € (M € h) korral

ri{ M)

— — Toestadal!
a0 M) e, 1=1.2,

kus r;(M) on punkti M fokaalraadius |F;M| ja d(/;, M) on punkti M
kaugus juhtsirgeni /;.

Teoreem 26.2. Olgu tasandil fikseeritud sirge [ ja temal mitteasuv punkt
F. Olgu fikseeritud arv e € (0,1) U (1, 00). Punktihulk

X r(F,X) _
d(X, 1)
on & € (0,1) korral ellips ja & € (1,00) korral hiiperbool. Saadud ellipsi
vol huperbooli ekstsentrilisuseks on €.

Definitsioon 26.2. Punktihulka

{xaexs =<}

tasandil nimetame 0 < e < 1 korral ellipsiks ja e > 1 korral
huperbooliks. Sirget [ ja punkti F nimetame vastavalt ellipsi
(hiiperbooli) juhtsirgeks ja fookuseks.
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Parabool
5.detsember 2007.a.

12:06

Definitsioon 27.1. Tasandi selliste punktide hulka, mille iga punkt on
vordsel kaugusel sirgest [ ja punktist F, nimetatame parabooliks. Punkti
F nimetame parabooli fookuseks ja sirget | parabooli juhtsirgeks.

P {Xaen - 1

Vorreldes viimast valemit analoogiliste valemitega ellipsi ja huperbooli
jaoks naeme, et parabooli ekstsentrilisus on e = 1.

Parabooli kanooniline reeper:

Koigepealt joonistame fookust F labiva sirge s, mis on risti sirgega /.

Téihistagu K sirgete s ja | loikepunkti. Olgu p fookuse F kaugus sirgeni
[ (s.0. |[KF| = p). Reeperi alguspunkti O paigutame loigu KF

keskpunkti. UhlkUEktOl‘l e; valime samasuunallseks vektoriga KF.

Uhikvektori & & valime selliselt, et & | & ning {el ez} on parema kae
baas.

Definitsioon 27.3. Vorrandit
P: x% = 2pxy

nimetatakse parabooli kanooniliseks vorrandiks.

Definitsioon 27.4. Parabooli korgust fookuse kohal nimetame parabooli
fokaalparameetriks.

Uurides parabooli kanoonilist vorrandit naeme, et parabooli x22 = 2px1
fokaalparameetriks on parabooli vorrandis sisalduv konstant p.
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Definitsioon 27.5. Teist jarku jooneks nimetatakse selliste punktide
X(x1, x2) hulka tasandil E>, millede koordinaadid rahuldavad vorrandit

2 2
a1x] +axxy + asxixe + asxy + asxe + ag = 0,

kus ag,..., as = I ja vahemalt uks kordajatest a1.a2. a3 on nullist
erinev.

Nii ellips, huperbool kui ka parabool on teist jarku jooned. Erinevaid
teist jarku jooni on kokku 9.
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Teist jarku pinnad

5.detsember 2007.a.
12:45

Fikseerime ruumis E3 sirge s ja sellise joone <, mis asub koos sirgega s
mingil tasandil ™ ruumis E3.

Fikseerime nuud meile sobiva ristreeperi ruumis E3. Tema alguspunktiks
O votame mistahes punkti sirgel s. Olgu s; punkti O labiv ning sirgega
s ristuv sirge tasandil . Baasiiihikvektori &] valime nii, et ta oleks sirge
s1 sihivektoriks. Baasiiihikvektori e vétame ristiolevaks vektoriga = ja
sirgega s. Kolmas baasiiihikvektor &5 olgu sirge s selline sihivektor, et
{e1,%e, e} on parema kie kolmik.

Nuud, kus reeper on fikseeritud, tekivad ruumi koigil punktidel
koordinaadid. Samuti tekivad joontel vorrandid.

Naiteks sirge s, mis on praegu x3-telg, maaratakse vorranditega x; = 0
ja xo = 0.

Joon v, mis asub xyx3-koordinaattasandil, maaratakse samuti kahe
vorrandiga. Esimeseks noudeks on asuda nimetatud koordinaattasandil,

s.t. xo = 0. Suvaline joon sellel tasandil on antav mingi ilmutamata
kahemuutuja funktsiooni abil vorrandiga F(xy,x3) = 0.

Seega, joon 7y on selles reeperis maaratud jargmiselt:

F(x1,x3) =0
X2 =0 .

Olgu M joone v suvaline punkt. Siis punkt M maarab uheselt ara
sirgega s ristuva tasandi mp, millele punkt M kuulub.

Paneme nuud joone v poorlema umber sirge s, noudes, et joone 7 iga
punkt M kirjeldaks poorlemise kdigus ringjoone raadiusega d(M., s)
tasandil mpy.

Definitsioon 28.1. Pinda, mis tekib joone v poorlemisel umber sirge s

eelpool kirjeldatud viisil, nimetatakse poordpinnaks teljega s ja
juhtjoonega .
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51 / / 0| & \

Reegel. Joone 7 : F(x1,x3) = 0 poorlemisel imber sirge s (eelpool
kirjeldatud viisil) tekkiva poordpinna vorrandi saamiseks tuleb joone ~

ilmutamata vorrandis asendada x; avaldisega £ fxlz + xzz. Seega, joone
~v poorlemisel tekkinud poordpinna vorrandiks on

F(:tq,fxl2 + xzz,x;:,) = 0.

Definitsioon 28.2. Ruumi kokkusurumiseks xjxs-tasandi suhtes
nimetatakse ruumi punktide asukoha sellist muutmist, kui ruumi
mistahes punkt X(xj, X2, x3) viiakse ruumi punktiks X'(xq,x5,x3)
valemitega

X{ = X1, X5 =kxa, X§=Xx3,

kus k on (suvaline fikseeritud) positiivne konstant.

Definitsioon 28.3. Teist jarku pinnaks nimetatakse selliste punktide
X(x1, x2,x3) hulka ruumis E3, millede koordinaadid rahuldavat vorrandit

a X12 T 32X§ + 33%'?? + ag X1 X2 +a5x1 X3+ agx2x3+ayx1 +asgxe+agxz+aw = 0,

kus ai,...,ai0 € R ning vahemalt uks kordajatest a;i...., as erineb
nullist.
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Definitsioon 28.4. Pinda vorrandiga

2 2 2
X1, X2 X3

2 pta!

nimetatakse ellipsoidiks pooltelgedega a, b ja c. Ellipsoidi erijuhtu, kus
a = b, nimetatakse poordellipsoidiks.

Definitsioon 28.5. Pinda vorrandiga

2 2 2
o U T T
a2 b2 2
nimetatakse uhekatteliseks hiiperboloidiks pooltelgedega a, b ja c.
Uhekattelise huperboloidi erijuhtu, kus a = b, nimetatakse

uhekatteliseks poordhuperboloidiks.

Definitsioon 28.6. Pinda vorrandiga

2 2 2
X1 X2 X3

22t

nimetatakse kahekatteliseks huperboloidiks pooltelgedega a, b ja c.

Kahekattelise huperboloidi erijuhtu, kus a3 = b, nimetatakse
kahekatteliseks poordhuperboloidiks.
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Definitsioon 28.7. Pinda vorrandiga

2 2
X X
1, %
P P2

= 2X3

nimetatakse elliptiliseks paraboloidiks. Elliptilise paraboloidi erijuhtu,
kus p1 = p2, nimetatakse elliptiliseks poordparaboloidiks.

4

Definitsioon 28.8. Pinda vorrandiga

2 2 2
LA
a2 b2 2
nimetatakse teist jarku koonuseks. Teist jarku koonuse erijuhtu, kus

a = b, nimetatakse teist jarku poordkoonuseks.

Definitsioon 28.9. Pinda vorrandiga

2 2
X1 X
— — = =2x3, p1>0, p=0
P1 P2

nimetatakse huperboolseks paraboloidiks.
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VII-1X Kolme viimase pinna saamiseks fikseerime ruumis mingi tasandi
m ning sellel mingi joone . Olgu M joone 7 suvaline punkt. Punkt M
maarab uheselt ara tasandiga 7 ristuva ning punkti M labiva sirge s.
Paneme nuud sirge s litkuma mooda joont « selliselt, et sirge s oleks

kogu liikkumise valtel risti tasandiga m. Selle tulemusena maaravad sirge
s punktid teatava pinna ruumis Ej.

Definitsioon 28.10. Eelpool kirjeldatud litkumisel joone s punktide poolt
tekitatud pinda nimetatakse pustsilindriks juhtjoonega ~ ja
moodustajaga s.

Definitsioon 28.11. Pustsilindrit, mille juhtjooneks on ellips, huperbool

voi parabool, nimetatakse vastavalt elliptiliseks, huperboolseks voi
paraboolseks silindriks.

2 2 2 2

X X X X

1 2 1 2 2
—+-=<=1 —=-—-—-==1, x5=2px.
a2 b2 b2 2 &

Saadud vorrandid ongi vastavalt elliptilise, huperboolse ja paraboolse
silindri vorrandid.

Elliptilinesilinder: Hiperboolnesilinder: Paraboolnessilinder:
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